CURS 6: APROXIMAREA FUNCTIILOR PRIN REGRESIE

1 Metoda celor mai mici patrate

1.1 Formularea problemei. Notatii

Metoda celor mai mici patrate (ale erorii) este cea mai uzuald metoda de aproximare a
unei dependente y=y(x), date tabelar (ca 1n tabelul 1), printr-o functie analitica, care se
numeste functie (de obicei polinomiald) de regresie. De aceea, metoda celor mai mici patrate
se mai numeste §i regresie, cu larga aplicabilitate Tn estimare, statistica si prelucrarea datelor.

X | X1 | X2 ‘ ‘ Xn
R
Tabel 1 Dependenta y=y(x) data prin tabel

Dependenta y=y(x) se poate reprezenta grafic in planul (x, y), obtindndu-se asa-numitul
,hor de puncte”. De cele mai multe ori, dupa alura norului de puncte se poate stabili forma
exacta a functiei de regresie: daca punctele se distribuie in jurul unei drepte, atunci se alege
drept functie de regresie un polinom de gradul I (regresie liniard), daca se distribuie in jurul
unei parabole sau a unei parabole cubice, atunci trebuie aleasd o functie polinomiald de
gradul al II-lea, respectiv de gradul al III-lea etc. Dacd forma sugeratd a norului de puncte nu
corespunde unui caz simplu, atunci se procedeaza la regresia cu o functie polinomiala de grad
superior, ales arbitrar Tn prima faza.

Daca se noteaza cu y,, i =1,n, valorile aproximate (estimate) si cu f,., functia generald

de regresie, atunci este valabila relatia:
(1) yi:freg(xi)

Functia f,., depinde de un set de m parametri, fie acestia a;, i =1,m (in particular, acestia
sunt coeficientii polinomului de regresie), care se determina din minimizarea erorii pdtratice
cumulate dintre valorile reale, y;, si valorile aproximate, y; :

A~

A n 2
@ E@.anan)® X (5i-3)

Functia de eroare (2) este o expresie a dispersiei valorilor reale de la curba presupusa.
Fiind o suma de pdtrate, aceasta functie prezintd un minim pozitiv (in cazul ideal, acesta este
0, corespunzand aproximarii exacte), care se obtine din anularea derivatelor sale partiale in

raport cu fiecare dintre parametrii a;, i =1,m . Rezultd astfel sistemul de m ecuatii in

necunoscutele a;, i =1,m , numit sistemul ecuatiilor normale:

3) {aE(al,az,...am) . —

=0,i=1m
da;
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In cazul in care freg este functie polinomiald, sistemul (3) este liniar si compatibil
determinat, solutia lui admitand o forma generald, care este prezentata in §1.5.

O aplicatie imediata si intuitivd a metodei celor mai mici patrate este trasarea grafica a
unei dependente de tipul celei din tabelul 1, presupunind ca datele respective s-au obtinut in
urma masurarii variatiei variabilei dependente y 1n functie de variatia variabilei independente
x. Masuratorile fiind Tn general afectate de erori, se aplicd intai o metoda de regresie pentru
determinarea unei aproximari analitice a dependentei respective. Prin reprezentarea grafica a

norului de puncte de coordonate (x;,y;), i=1,2,...n, si a functiei de regresie y = y(x) in acelasi
sistem de coordonate, se observa ca aproximarea prin regresie corespunde trasarii graficului
,printre puncte” (figura 1).

0.5F

-0.5+

-1.5
Fig.1 Trasarea graficului de regresie printre punctele norului de puncte

Algoritmii de regresie sunt practic nsiruirea relatiilor de calcul al coeficientilor de
regresie. De aceea se prezintd direct implementarile Matlab ale celor mai uzuale cazuri de
regresie — liniard, parabolica si exponentiald — si a cazului general de regresie polinomiala.

1.2 Aproximarea prin regresie liniara
Regresia liniard constd in aproximarea unui nor de puncte printr-o dreaptad; ca atare,

relatia de calcul al valorilor aproximate (estimate), ;i’ i=1,n, este:

A~

4) y;=a-x;+b
Coeficientii a si b sunt solutiile sistemului (3), particularizat pentru m=2:
_ n-Syy, =8-Sy b Sex Sy =Sy Sy

(5) a= b
n-S. -S> n-S.—S2

n n n n
unde s-au facut notatiile: S, =2 x;, S, = 2 )cl-2 s Sy =2 Vi, Sy =2 xy; - Relatiile (5)
i=1 i=1 i=1 i=1

rezultd din dezvoltarea determinantilor implicati in sistemul (3).
Functia Matlab de implementare a metodei de regresie liniara trebuie sa primeasca drept
date de intrare cei doi vectori, x §i y, si sa returneze valorile celor doi coeficienti de regresie,
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a sib. Funcpa Matlab cmmp_1in listatd mai jos mai returneaza si sirul de valori aproximate,
yl, i —1 n, in vectorul y_aprox, precum si valoarea (minimizata) a erorii patratice globale

(conform relatiei (2)) 1n variabila E.
function [a,b,y_aprox,E]=cmmp_lin (x,Vy)
%REGRESIE LINIARA pe un set de perechi de date (x,y);
%dreapta de regresie are ecuatia y=a *x+b;
%x si y sunt vectori de aceeasi dimensiune,

9% (recomandabil ca x sa fie ordonat crescator/descrescator)

n=length (x) ;

9ocalculul sumelor

Sx=sum(x) ; Sxx=sum(x.”"2);Sy=sum(y) ; Syy=sum(x.*y) ;
Yocalculul numitorului si numaratorilor din formulele lui a si b
d=n*Sxx—-Sx"2;da=n*Syy—-Sx*Sy; db=Sxx*Sy—-Sx*Syy;
%calculul coeficientilor de regresie, a si b

a=da/d;b=db/d;

Yovalorile aproximate
y_aprox=a*x+b;
Y%eroarea globala
E=sum((y-y_aprox) ."2);
Ca o observatie, se poate folosi si functia det din biblioteca Matlab, care calculeaza
determinantul unei matrice patratice.
In exemplul de mai jos se aratd o modalitate de verificare a functiei crmp_1in.

Exemplul 1: Dandu-se sirul de valori x=[1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6] (la
cazul general, acestea nu trebuie sa fie echidistante), se genereaza vectorul
y dupa relatia y=2*x+7 si se apeleaza functia cmmp_1in.
=[1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6];y=2*x+7;
[a,b,y_aprox,E]=cmmp_lin(x,Vy)
Rezultatul este conform asteptarilor:

a:

2
b =

7
y_aprox =

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
E =

0

Se perturbd apoi valorile obtinute cu formula y=2*x+7 (de exemplu, cu maxim +10%),
rezultdind y1=[8.1 11 9.9 13.2 11.7 15.4 13.5 17.6 15.3 19.8 17.1]. Apelul
functiei cmmp_11in cu argumentele de intrare x §i y1 (existente in spatiul de lucru):

[al,bl,yl_aprox,El]l=cmmp_lin(x,yl)
produce urmatoarele rezultate:



al

1.8757
DI =
7.3104
yl_aprox =
Columns 1 through 7
9.1860 10.1238 11.0617 11.9995 12.9373 13.8752 14.8130
Columns 8 through 11
15.7508 16.6887 17.6265 18.5643
E =
4.5376

Evident, valorile coeficientilor de regresie, a si b, vor fi cu atat mai deviate de la valorile
2, respectiv 7, cu cat perturbatia setului y de la dreapta exacta 2x+7 va fi mai mare.
Rezultatele regresiei se vizualizeaza grafic prin reprezentarea norului de puncte si a graficului
dreptei de regresie, ax+b (pentru care se discretizeaza intervalul de variatie al variabilei
independente, x, cu un pas suficient de mic — rezultatul se depune in vectorul xx — §i se
calculeaza variabila dependenta, y, in fiecare valoare astfel obtinuta — rezultatul se depune in
vectorul yy).
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Fig.2 Aproximarea unui nor de puncte prin regresie liniara

In urma comenzilor Matlab:
xx=min (x) : (max (x)-min(x))/200:max (x) ;
yy=a*xx+b;
plot(x,vy,'o’,xx,yy,’'=");g9rid;
se obtine graficul din figura 2.

1.3  Aproximarea prin regresie parabolica

Daca norul de puncte are alurd de parabola, atunci se poate aplica regresia parabolica.
Relatia de calcul al valorilor aproximate, y,, i =1,n, este In acest caz:



~

(6) yiza-xiz+b-xl-+c

Coeficientii a, b si ¢ sunt solutiile sistemului (2.3), particularizat pentru m=3:
A A A
(7) a:_a’ b:_b’ C:_C’
A A A
unde A este determinantul sistemului (2.3), iar A,, A, si A. sunt determinantii de calcul ai
coeficientilor. Formele lor compacte, precum si formulele desfasurate sunt date mai jos.

S4x S3x Sxx
2 2 3
A= S3x Sxx  Sx :nSxxS4x_SxS4x_n53x+2SxSxxSSx_Sxx
Sy Sy n
S2xy S3x Sxx
2 2
Au=|Sxy  Spc Se|=n8.S0 = STy, ~ 83,8y +SS3.S, + 5SSy —SHS,
Sy Sy n
S4x Sny XX
2
Ab = S3x Sxy Sx|= nS4xSxy _SxS4xSy _nSSXSny + SxSxxSny +SxxS3xSy _SxxSxy
Soe Sy n
S4x S3x Sny
2 2
Ac = S3x Sxx Sxy = SxxS4xSy _SxS4xSxy _S3xSy + SxxSSxSxy + SxSSxSny _SxxSny
See Sy Sy

S-au facut notatiile: S, =3 x;, Sy =2 % , S35, =2 %, S =2% ., Sy =2y,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n n 2
Sxy = X XY Soxy = 2 X Vi -
i=1 i=1
Metoda de regresie parabolica este implementata printr-o functie numitd cmmp_par, care
primeste aceleasi argumente de intrare ca si cmmp_11in, functia destinata regresiei liniare, si
anume seturile de date x si y. Pe langa coeficientii de regresie, a, b si ¢, si eroarea globala,
functia mai returneaza si perechea de vectori (xx,yy), calculati pentru reprezentarea grafica a
curbei de regresie (in maniera aratata la regresia liniara, exemplul 2.1).
function [a,b,c,E,xx,yy]l=cmmp_par (x,y)
%REGRESIE PARABOLICA pe seturile de date (x,v);
% 2
%curba de regresie are ecuatiay = a*x + b*x + c;
%x si y sunt vectori de aceeasi dimensiune,
% (recomandabil ca x sa fie ordonat crescator/descrescator)

n=length (x) ;
9calculul sumelor



Sx=sum(x) ; Sxx=sum(x."2);S3x=sum(x."3) ;S4x=sum(x."4);

Sy=sum(y) ; Sxy=sum(x.*y) ;S2xy=sum( (x."2) .*y);

Yocalculul determinantilor

d=n*Sxx*S4x-Sx"2*S4x—N* S3X"2+2* ¥ SX*SXX*S3x-SxXx"3;

da=n*SxxX*S2xXy—SX"2*¥S2xy-Nn*S3x*SXy+SX*S3xXx*Sy+
SX*SXX*Sxy—-Sxx"2*Sy;

db=n*S4x*Sxy—SxX*S4x*Sy—n*S3X*S2XYy+SX*SXX*S2xy+
SXX*S3X*Sy—-SxXX"2*SxYVy;

dc=Sxx*S4x*Sy—Sx*S4x*Sxy—-S3xXx"2*Sy+Sxx*S3x*Sxy+
SX*S3X*S2XY—SXX"2*¥S2xXYy;

%calculul coeficientilor de regresie

a=da/d;

b=db/d;

c=dc/d;

Jovectori calculati in vederea unei eventuale reprezentari grafice
xx=min (x) : (max (x)-min(x))/200:max (x) ;
yy=a*xx."2+b*xx+cC;

%eroarea globala

E=sum((y—a*x."2-b*x-c) ."2);

A se observa modul de plasare pe mai multe randuri a unei formule neobisnuit de lungi
(terminarea fiecarui rand cu caracterele ,,...”).

Exemplul 2: Dandu-se vectorul x=[0 0.3 1 1.4 1.6 2 2.1 2.4 2.8 3 3.5

3.7 3.9 4] si vectorul y=x."2-4*x-10, apelul functiei cmmp_par cu
returnarea numai a primelor patru argumente de iesire:

[a el El =cmmp_par (x, Y)
va avea drept ecou la ecran:

a

E

1.0000

-4.0000

-10.0000

4.3108e-024

Rezultatele confirma asteptarile; cateva comentarii se impun. Se observd ca valoarea
erorii globale este foarte mica, practic O; totusi, ea nu a fost afisatd ca 0, ceea ce Tnseamna ca
nu este exact 0, aga cum s-a obtinut in cazul regresiei liniare pe un set de date perfect ,,curat”,
neperturbat (exemplul 2.1). Nici coeficientii de regresie nu corespund exact valorilor curbei
dupa care a fost generat vectorul y; aceasta se constata reafisand coeficientii in formatul de
afisare cu 15 zecimale:

format long

a



0,99999999999995

b
b =

-3.99999999999985

C =
-9.99999999999946
Rezultatele confirma o intuitie fireasca: erorile de calcul cresc cu cat ordinul regresiei
creste (cu cat numarul coeficientilor de regresie este mai mare).

Exemplul 3: Regresia parabolica se aplicd acum pe seturi de date legate printr-o lege
liniara; de exemplu, fie cele din exemplul 2.1: x=[1 1.5 2 2.5 3 3.5
4 4.5 5 5.5 6] sl y=2*x+7.

Rezultatul asteptat in urma apelului functiei cmmp_par este ca parabola de regresie sa
aiba coeficientul a aproximativ nul (parabola se reduce la o dreapti). Intr-adevir, comanda:
[2a,b,c,E]l=cmmp_par (x,Vy)
are ca rezultat:

a:

0
b =

2
C:

7
E =

0

Rezultatul este de aceasta data exact, coeficientii sunt determinati fara eroare.

Ramanand in continuare la exemplul 2.1 si apeland functia cmmp_par pentru setul y
perturbat, y1=[8.1 11 9.9 13.2 11.7 15.4 13.5 17.6 15.3 19.8 17.1]:

[al,bl,cl,El]=cmmp_par (x,y1l)

se obtine:

al =
-0.1305

bl =
2.8592

cl =
5.7909



El =
21.4862

Eroarea globala obtinutd prin regresie parabolica (21.4862) este mai mare decat cea prin
regresie liniara (4.5376, din exemplul 2.1), ceea ce arata ca respectivul nor de puncte se
aproximeaza mai bine printr-o dreapta decdt printr-o parabola.

De aici se desprinde o concluzie generala: in cazul aplicarii regresiei polinomiale unui
set dat de date, mai intai trebuie determinat ordinul regresiei care asigura eroarea minima. Se
va reveni la aceastd problema cand se va discuta cazul general de regresie polinomiala
(§2.1.5).

1.4 Aproximarea prin regresie exponentiala

Regresia exponentiald se aplicd atunci cand variabila dependentd are valori de semn
constant (are fie numai valori pozitive, fie numai valori negative, si atunci se considera | y| ca
variabila dependentd). Fara a reduce generalitatea se poate, deci, presupune cd y contine
numai valori pozitive. Norul de puncte se aproximeaza printr-o curba exponentiala; valorile
estimate, ;’i >0, i=1,_n, determinandu-se cu:

8) y;=C-e*%,C>0

Prin logaritmarea relatiei (2.8) si introducerea schimbarii de variabila 2 £ ln(;), Az >0, se
obtine:

©)  zi=0-x5+In(C0),
A B
care este un model de regresie liniard pentru seturile de date x si z =In(y), cu coeficientii
A=wa si B=In(C)>0. Acestia se pot, deci, determina adaptand formulele (2.5):

n-S.,—8:-S, B:Sxx'Sz_Sx'sz

(10) A= 3 3
n-Sy—Sy n-S —Sy

9

; z
i=1 i

Zi = ilhl(yl') =1ﬂ(ﬁ yij ,
i= i=1

n n
unde s-au facut notatiile: S, =3 x; , SM:Zx,-2 , S, =
i=1

INVE

n n
Sy = 2 Xz; = X x;In(y;) . Relatia (2.8) se poate rescrie sub forma:
i=1 i=1

~

Avand in vedere reducerea de mai sus, functia Matlab pentru regresia exponentiala,
numitd cmmp_exp, constd in esentd in apelarea functiei cmmp_1lin, de regresie liniara.
Semnificatia argumentelor de iesire ale functiei cmmp_exp este aceeasi ca in cazul functiei
cmmp_par, de regresie parabolica; ea este listatd i comentatd mai jos.

function [A,B,E,xx,yyl=cmmp_exp(x,V)

%REGRESIE dupa o CURBA EXPONENTIALA a unui set de date (x, V)
% A*xX+B

%curba de regresie are ecuatia y=e;



J%x si y sunt vectori de aceeasi dimensiune;
9 (recomandabil ca x sa fie ordonat crescator/descrescator);

%y contine valori pozitive

%regresia de acest tip se reduce la regresia liniara prin
%logaritmarea naturala a valorilor din y

z=log(y);
[A,B,El,y_aproxl]=cmmp_lin(x,z);

%siruri de valori calculate in vederea unei eventuale reprezentari grafice
xx=min (x) : (max (x)-min(x))/200:max (x) ;
yy=exp (A*xx+B) ;
%eroarea globala
E=sum( (y—exp (A*x+B)) ."2);
Functia returneaza coeficientii A si B (o modificare minora, folosind relatiile introduse in
formula (2.9), este necesara pentru a Intoarce valorile coeficientilor C si o).

Exemplul 4: Pornind de la seturile de date x=[-3 -2 0 0.5 1.5 3 4] si
y =[0.2725 0.4493 1.2214 1.5683 2.5857 5.4739 9.0250]

0.5x+0.2 . y=exp (0.5*x+0.2)), apelul functiei

(generat cu relatia y=e
cmmp_exp: cu primele trei argumente de iesire:
[A,B,E]l=cmmp_exp(x,V)

furnizeaza rezultatul asteptat:

A =
0.5000
B =
0.2000
E =

1.6424e-030
Eroarea globala nu este exact 0, din cauza erorilor introduse de logaritmarea initiala.

Exemplul 5: Se perturba acum usor valorile lui y din exemplul 2.4 cu maxim £25%,
obtinandu-se sirul y1=[0.2998 0.4044 1.3435 1.4115 2.8443
4.9266 9.9275 8.9768].

Facand abstractie de modul de generare a datelor, alura norului de puncte poate
corespunde la fel de bine si unei curbe exponentiale, dar si unei parabole. Se vor incerca
ambele tipuri de regresie — exponentiala si parabolica — §i se vor compara erorile globale.

Se apeleaza intai functia cmmp_exp, pentru regresia exponentiala:

[A,B,El]=cmmp_exp(x,y1)
obtinandu-se:

A =

0.4641

0.1791



El =
69.5620

Deci norul de puncte poate fi aproximat prin Yexp = o404 +0‘1791, cu eroarea globala

de 69.562.
Apelul functiei cmmp_par, pentru regresie parabolica:
[2a,b,c,E2]=cmmp_par (x,vy1l)
conduce la:
a =
0.2457

0.9255

1.1475

66.1489
15

E2

4641-x+0.1791

Fig.3 Aproximarea prin regresie parabolica si exponentiald a unui nor de puncte

Deci norul de puncte mai admite si aproximarea 5} par = 0.2457 - x* +0.9255- x +1.1475 ,

cu eroarea globala de 66.1489.

Se observa ca eroarea globala are valori mari Tn ambele cazuri, dar cd este mai mica in
cazul regresiei parabolice (66.1489) decit in cazul regresiei exponentiale (69.562). Deci, desi
datele initiale, neperturbate, corespundeau unei dependente exponentiale, perturbarea lor a
fost suficient de semnificativa pentru a modifica tipul dependentei: datele perturbate ale
variabilei dependente, y, respectd mai degrabd o lege parabolicd in raport cu variabila
independenta, x.

Reprezentarea norului de puncte si trasarea graficelor curbelor de regresie obtinute mai
sus 1n acelasi sistem de coordonate se realizeaza prin urmatorul bloc de comenzi:

[A,B,El, xx1,yyl]l=cmmp_exp (x,y1l);
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[a,b,c,E2,xx2,yy2]=cmmp_par (x,y1l) ;
plot (x,vy, 'ko',xx1,yyl, 'k—",xx2,yy2, 'k=-");grid;
care produce rezultatele din figura 2.3.

1.5  Cazul general de regresie polinomiala
Daca alura norului de puncte nu corespunde niciunuia din cazurile de mai sus, atunci se
efectueaza regresia dupa o curbd polinomiald de grad cel putin 3. Notand cu m numarul

coeficientilor de regresie — care este, deci, cel putin 4 — valorile aproximate, y;, i =1,n, sunt

date de relatia generala:
(11) yi=am-xlm_1+am_1-xlm_2+...+a2-xi+a1

Sa observam ca exista o cerinfd generald: pentru a face regresie polinomiald cu m
parametri este necesar sd se dispund de cel putin m perechi de date (x;y;). Deci trebuie
indeplinita conditia n=>m. Notand cu gz[ai]i_m vectorul coeficientilor de regresie,

sistemul (2.3) este liniar patratic; el se poate pune sub forma compacta:

(2.3) S-c=t
unde S =[s ji]. — — este matricea sistemului, iar gz[t«] —  este vectorul
j=Lm, i=l,m j=1

termenilor liberi, ale caror elemente se calculeaza dupa relatiile:

Lo j+i-2 z j-1
(12)  sj;= 2 x; s1p= 20 Vi X
k=1 k=1

Matricea S fiind nesingulara, sistemul (2.3) este compatibil determinat si are solutia:
(13) c=5""t

Mai jos este prezentatd functia Matlab cmmp_gen, care reprezintd o implementare
posibild a cazului general de regresie polinomiala. Spre deosebire de functiile de regresie
prezentate pand acum, aceasta functie mai primeste Tnca un argument de intrare, si anume pe
m, numarul de parametri de regresie (pe langa vectorii x si y). Pentru simplitate, formula
(2.13) s-a realizat prin apelul functiei inv din biblioteca Matlab (implementarea de algoritmi
numerici pentru calculul inverselor matriciale va fi discutatd pe larg mai tarziu 1n aceasta
lucrare). Primul argument de iesire al functiei de mai jos, coef, este vectorul coeficientilor
polinomului de regresie, in ordine crescatoare a puterilor variabilei. Celelalte argumente de
iesire au aceeasi semnificatie ca in cazul celorlalte functii.

function [coef,E,y_aprox,xx,yyl=cmmp_gen (x,y,m)

%metoda CMMP de aproximare a dependentei y=f (x)

%printr-un POLINOM DE GRADUL m-1 (altfel spus, regresie cu m parametri);
%coeficientii polinomului de regresie se returneaza in coef,

%care este de dimensiune m, in ordine crescatoare a puterilor variabilei;

J%x si y au aceeasi dimensiune;

9% (recomandabil ca x sa fie ordonat crescator/descrescator);

%n>m (numarul de perechi de date trebuie sa fie mai mare

% decat numarul parametrilor de regresie)
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Observatie:

n=length (x) ;
Yocalculul elementelor matricei si al termenilor liberi
for j=1:m,
t(3)=0;
for i=1:m,
s(J,1)=0;
for k=1:n,
s(J,1)=s(Jj,1)+x (k)" (Jj+1i-2);
end;
end;
for k=1:n,
t(J)=t(3)+y (k) *(x(k)"(3-1));
end;
end;

coef=inv(s)*t';

coef=coef'; %operatie de transpunere pentru ca vectorul coef sa rezulte de tip linie

%calculul valorilor aproximate ale variabilei dependente
for k=1:n,
y_aprox(k)=0;
for i=1:m,
y_aprox (k)=y_aprox(k)+coef (i) *(x (k)" (i-1));
end;
end;
Y%eroarea globala

E=(y-y_aprox) * (y-y_aprox) ';%echivalent cu E=(y-y_aprox) . 2

%generarea vectorilor de valori pentru o eventuala reprezentare grafica
xx=min (x) : (max (x)-min(x))/200:max (x) ;
for k=1:length(xx),
yy (k)=0;
for i=1:m,
yy (k) =yy (k) +coef (1) * (xx (k)" (i-1));
end;

end;

cmmp_gen se rescriu sub forma:
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Daca se doreste obtinerea coeficientilor de regresie in ordine
descrescatoare a puterilor variabilei (ceea ce corespunde manierei Matlab de returnare a
rezultatelor de acest tip), atunci se poate folosi functia Matlab f1iplr (engl. flip left-right,
oglindire stanga-dreapta; alte functii din aceeasi clasd sunt £1ipud — engl. flip up-down — si
rot90). Avantajul acestei variante este cd y_aprox §i yy se pot calcula mai elegant, si
anume apeland o altd functie din biblioteca, polyval, de calcul al valorii unui polinom dat
prin vectorul coeficientilor in ordine descrescdtoare a puterilor variabilei Intr-o valoare data
(a se vedea si §1.3.3.8, exercitiul propus 4). Ultimele trei blocuri de comenzi din functia



coef=inv(s) *t"';

coef=fliplr (coef');

%calculul valorilor aproximate ale variabilei dependente
for k=1:n,

y_aprox (k)=polyval (coef, x(k)) ;
end;

%eroarea globala

E=(y-y_aprox) * (y-y_aprox) ';
%generarea vectorilor de valori pentru o eventuala reprezentare grafica
xx=min (x) : (max (x)-min(x))/200:max (x) ;
for k=1:length(xx),
yy (k)=polyval (coef,xx(k));
end;

O problema anticipata 1n paragrafele anterioare constd tTn modul cum se stabileste gradul
polinomului de regresie, altfel spus numarul parametrilor de regresie, m. Avand in vedere
conditia m<n, in prima faza se poate considera m=n, adica efectuarea unei regresii de grad
maxim admis de seturile respective de date. Este posibil ca aceasta regresie sa nu fie necesara,
caz in care unul sau mai multi coeficienti polinomiali, incepand cu cel de rang maxim, m-1,
sa fie aproape nuli sau, n orice caz, mult mai mici in valoare absoluta decat ceilalti. In acest
caz, o a doua iteratie de regresie se va face cu gradul egal cu rangul primului coeficient nenul
(in ordine descrescatoare a puterilor variabilei).

Exemplul 6: Pentru seturile de date x=[3 3.3 3.7 3.9 4.7 4.8 4.9 5 5.25] si
y=[3 5 10 14 43 49 56 63 84] (de lungime n=9) se efectueaza intai
regresia de gradul n-1, adica de gradul 8:

[coef,E]=cmmp_gen (x,y, length(x)-1)

Rezultatul apelului de mai sus consta in primul rand in afisarea unui mesaj de avertizare
asupra apropierii de singularitate a matricei sistemului (a carei inversa se calculeaza),
numarul ei de conditionare — calculat in RCOND — fiind mic (comparabil cu epsilon masgind).
Interpretorul avertizeaza astfel ca este posibil ca acuratetea rezultatelor sa nu fie buna.

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.

Results may be inaccurate. RCOND = 7.158432e-024

Setarile implicite din mediul Matlab prevad ca avertizarile de acest gen sa fie ignorate de
catre interpretor si sd nu opreascd executia programelor; astfel, dupd mesajul de eroare se
afiseaza rezultatele de mai jos:

coef =

1.0e+004 =
Columns 1 through 7

-4.2489 6.7751 -4.4086 1.4564 -0.2303 0.0038 0.0044
Columns 8 through 9

-0.0006 0.0000

E =
816.4324
Se observa ca ultimele doua elemente, de rang 7 si 8, din vectorul coef sunt mult mai
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mici decat restul coeficiengilor. Deci procedura de regresie se poate repeta cu gradul
polinomului de regresie micsorat cu doud unitafi (gradul 6):
[coef,E]=cmmp_gen (x,y, length (x)-3)
Rezultatele sunt din nou insotite de acelasi mesaj de eroare, dar eroarea globala are o
valoare mult mai mica:
Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.
Results may be inaccurate. RCOND = 1.281806e-019

coef =
1.0e+004 *
0.8818 -1.2970 0.7868 -0.2519 0.0449 -0.0042 0.0002

0.2157
Dacd se scade in continuare gradul polinomului de regresie la 5:
[coef,E]=cmmp_gen (x,y, length(x)-4)
se observa ca valoarea erorii globale creste (ramanand de acelasi ordin de marime), dar nu se
mai afigeaza mesajul de eroare:
coef =
17.9262 -7.4289 -3.7338 3.0191 -0.7671 0.0888

0.3205

Dacad nivelul maxim admisibil al erorii de aproximare o permite, scaderea gradului
regresiei poate continua in aceesi maniera, tinand cont cd rangul maxim este ocupat de un
coeficient cu un ordin de marime mai mic in modul decat ceilalti (0.0888).

Daca nu se continud scaderea gradului, se pune problema care dintre ultimele doud
rezultate se retine drept rezultat final. In general, trebuie evitate rezultatele de incredere
diminuatd (insotite de avertizari de genul celor de mai sus); in cazul de fatd, ultimul rezultat
ar trebui ales, cu atat mai mult cu cat eroarea de aproximare fatd de cazul imediat superior nu
este cu mult mai mare. Ca atare, seturile de date x si y se gasesc aproximativ in dependenta:

y=y=0.0888x —0.7671x* +3.0191x> —3.7338x2 — 7.4289x +17.9262

In biblioteca Matlab existd o functie care implementeazi cazul general de regresie
polinomiald, ea se numeste polyfit. Aceastd functie primeste ca date de intrare cele doua
seturi de date, precum si gradul polinomului de regresie (functia cmmp_gen, scrisd mai sus,
primeste numarul coeficientilor polinomiali) si returneaza coeficientii polinomului 1n ordine
descrescatoare a puterilor variabilei (in timp ce cmmp_gen 1i returneazd in ordine
crescatoare).

De pilda, pentru aceleasi seturi de date x=[2 4 5 7 8] siy=[1 1.4 2.3 1.2 0.4],
pentru ca cele doud functii sa calculeze acelasi polinom, de exemplu de gradul 3, ele se vor
apela cu:

[coefl]=polyfit(x,vy,4);

[coef2]=cmmp_gen(x,v,5);
si vor furniza rezultatele coef1=[0.0406 -0.8733 6.4739 -19.0567 19.5556] si
coef2=[19.5556 -19.0567 6.4739 -0.8733 0.0406], care exprima acelasi polinom

de regresie, 0.0406- x* -0.8733- x> +6.4739- x> -19.0567 - x +19.5556.
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