CURS 8: METODE DE OPTIMIZARE PARAMETRICA

Problemele de optimizare vizeazad extremizarea (maximizarea sau minimizarea) unui
criteriu de performanta. Acesta din urma poate fi o functie — caz in care este vorba despre
optimizarea parametrica — sau o functionala (o functie de functii), cand este vorba despre
optimizarea dinamica. Acest paragraf este dedicat ilustrarii comparative a principalilor
algoritmi de optimizare parametrica.

1.1 Formularea problemei. Definitji

Criteriul de performantd care trebuie extremizat se mai numeste funcfie scop, functie
obiectiv sau functie criteriu fara impuneri de legaturi sau/si restrictii. Aceasta este o functie
de n argumente reale, f(xj,xp,...x,,), a cdrei extremizare Inseamnd gasirea unui vector

n

w17
* *k *k %k . . . . .
X = [xl Xy .. X } e R", corespunzitor unui punct din spatiul n-dimensional, pentru

care functia este optima (maxima sau minimd). Maximizarea $i minimizarea unei functii nu
se deosebesc formal, intrucat maximul lui f se ob{ine pentru minimul lui —f.
Pentru n<2, functia obiectiv admite o reprezentare geometricd, si anume:

® Dbidimensionald: y= f(x) este ecuatia unei curbe in planul (x;,y);

e tridimensionald: y= f(x;,xp) este ecuatia unei suprafete in sistemul de coordonate
(x1,xp,y) (suprafata de raspuns).

Generalizarea acestor reprezentdri pentru o functie obiectiv de n variabile independente
necesitd un sistem de n+1 axe independente, perpendiculare doud cate doud intr-un sistem
cartezian. Pentru n>3 aceasta este evident imposibil de realizat in spatiul tridimensional si de
aceea dezvoltarile teoretice — cu introducerea notiunilor de ,hiperplan”, ,hipersuprafata”,
,hiperspatiu” — sunt uneori mai dificil de urmarit.

Este utila reluarea a doua definitii cunoscute din matematica.

Definitia 1:  Fie functia scalara continua si derivabila de variabila vectoriald f(x),

xe R". Se numeste gradientul functiei f functia vectoriald de variabild
vectoriald notata cu Vf(x), care contine derivatele partiale de ordinul intai
ale lui f'1n raport cu fiecare dintre componentele lui x:
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Functia —Vf(x) se numeste antigradientul functiei f. Punctele de extrem, ;c*, ale unei

functii de variabild vectoriald sunt caracterizate de anularea gradientului: Vf(x )=0 .

Directia vectorului gradient indica spre maximul unei functii concave, iar a antigradientului
indica spre minimul unei functii convexe.



Definitia 2:  Se numeste (matricea) hessian a functiei de variabila vectorialda f(x)
functia matriciala de variabila vectoriala notatd cu H(x), obtinuta printr-o
noud derivare a gradientului in raport cu componentele vectorului x :
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1.2  Clasificarea metodelor de optimizare parametrica

Principalele metode de optimizare parametrica sunt sintetizate in tabelul 2.9; ele sunt
detaliate Tn paragrafele urmatoare. Cele doua mari clase de metode — indirecte si directe — se
deosebesc atat principial, cat si din punctul de vedere al performantelor (viteza de
convergenta, timpul de calcul si memoria necesara algoritmilor rezultati). Astfel, metodele
directe sunt Tn general mai lent convergente decit metodele indirecte, dar necesitd un volum
de memorie mai mic. Nivelul admisibil al compromisului acceptat in ce priveste
erformantele este un factor in alegerea uneia sau alteia dintre metode.

A. indirecte A.1 metode de gradient (Cauchy)

(folosesc valorile functiei | A.2 metode Newton (de gradient de ordinul al II-lea)

f(x) si pe cele ale S )
] ) A.3 metode ale directiilor conjugate
derivatelor ei)

B.1 metoda explordrii exhaustive

B. directe B.2 metode de eliminare unidz:m.ensim.mld v
(folosesc numai valorile multidimensionald
functiei f (x) firi a le | B-3 metode de cdutare pe bazi de hiperpoliedre (simplexuri)

exploratoare

utiliza  pe cele ale B.4 metode de cdutare aleatoare (Monte Carlo)

derivatelor ei o T 9 - 1 ; -
) B.5 metode de cautare unidirectionala (unidimensionald) =

metode de relaxare (Gauss)

Tabel 1  Clasificarea metodelor de optimizare parametrica

1.3  Metode indirecte

Metodele indirecte se mai numesc si metode de urcare (cobordre); pentru simplificare,
pintr-un lejer abuz de limbaj, termenul de ,,metode de gradient” denotd in mod generic
intreaga clasd a metodelor indirecte. Esenta lor constd in gdsirea punctului de anulare a
gradientului (acesta fiind punctul de extrem cautat), pornind dintr-un punct initial dat. In
calculul aproximativ, termenul de ,,anulare” inseamna, de fapt, situarea valorii absolute sub o
anume limita (tolerantd) data, considerata ca suficienta.

Metodele de gradient (Cauchy) si cele de gradient de ordinul al II-lea (Newton) se
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bazeaza pe aproximari de ordinul I, respectiv de ordinul al Il-lea, ale dezvoltarii in serie

Taylor a functiei obiectiv f(x) in jurul punctului de optim, ;c*:
* s\ *
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Metodele Newton au o convergentd mai buna decét cele de gradient simplu, dar prezinta
inconvenientul unui timp de calcul si al unui volum de memorie mai mari, pentru ca necesita
calculul matricei hessian la fiecare iteratie de cautare.

In formula (23) gradientul arata directia ratei maxime de crestere a functiei f. Pe aceastd
formula se bazeaza metoda celei mai mari pante (daca optimul este un maxim) sau metoda
celei mai abrupte cobordri (daca optimul este un minim). Mai jos se prezinta descrierea in
meta-limbaj a celui mai simplu algoritm de gradient (notatia II-Il semnificd norma vectoriala).

Date de intrare: € (toleranta suficienta), 5(0) (punctul initial)

i< 0
Repeta
#1. Se determind directia de cautare la pasul i (datd de versorul asociat gradientului):
o V() o
5) d’ =% —-, unde ,,+/=" corespund maximizarii/minimizarii
o)

#3. Se alege arbitrar p”, pasul de deplasare pe directia d”.
#2. Se calculeaza noul punct de evaluare a gradientului:

(6) )_C(H‘l) :E(i) +p(i) 'd(i)
i« i+l

Pana cand HVf (g(i) )H <e.

Se observa ca algoritmul de mai sus necesitd cunoasterea a priori a tipului de extrem
cautat (maxim sau minim). Implementarea Tn Matlab se poate face sub forma unei functii care
primeste punctul de start al cautarii, x0 (la cazul general acesta este un vector) si toleranta
doritd, epsilon, §i returneaza valoarea de extrem a unei functii (la cazul general, vectoriale)
cunoscute, x, si numarul de iteratii in care s-a obtinut aceasta, nr_it. S-a utilizat o variabila
locala, itermax, pentru a forta iesirea din ciclare daca extremul nu poate fi gasit.

function [x,nr_it]=opt_grad(x0,epsilon)

nr_it=1;x_curent=x0;itermax=1500; %numar maxim de iteratii
h=0.001; %variatie utilizata in calculul gradientului
p=0.001; %se alege un pas constant de deplasare
for k=1:n,
v=zeros(l,n);v(k)=1;
grad_curent (k)=(f1 (x0+h/2*v)-f1(x0-h/2*v)) /h;

end;



while (norm(grad_curent)>=epsilon) & (nr_it<=itermax),
Jimplementarea formulei (2.29) folosind (2.28);
Jopentru o functie de maximizat ,,— se inlocuieste cu ,,+”
x_viitor=x_curent-p*grad_curent/norm(grad_curent) ;
for k=1:n,
v=zeros (1l,n);v(k)=1;
grad_viitor (k)= (fl(x_viitor+h/2*v)-fl(x_viitor-h/2*v)) /h;
end;
X_curent=x_viitor;
grad_curent=grad_viitor;
nr_it=nr_it+1;
end;
X=X_curent;

Functia de mai sus face uz de apelul functiei Matlab norm, care calculeazd norma
vectoriald sau matriciala; ea realizeaza minimizarea unei functii care trebuie sa se afle in
fisierul £1.m; In particular ea poate fi o functie scalara:

function y=f1 (x)

y=5*x"2+2*x+13;

Valoarea in care se atinge minimul acestei functii este —0.2, care se obfine dupa un
numdr de iteratii mai mic sau mai mare, depinzind de conditia initiala si de pasul de
deplasare ales. Intr-adevir, apelul:

[x,nr_it]=opt_grad(l,le-3)
produce rezultatele:

X =
-0.2000
nr_it =
1201
iar apelul:

[x,nr_it]=opt_grad(-1,1le-3)
are drept rezultat:

X =
-0.2000

nr_it =
801

Numarul mare de iteratii se datoreaza folosirii unui pas foarte mic (p=0.001); folosirea
unui astfel de pas se justificd in cazul extremelor abrupte (,creste” ascutite sau ,,vai”
abrupte), unde componentele gradientului au variatii mari.

Algoritmul Fletcher-Reeves (metoda gradientilor conjugati) este o procedura puternica
de determinare a minimului local al unei functii generale, f(x). De aceasta data, la fiecare
iteratie i se defineste o noud directie de cautare, p”, ca o combinatie liniara intre vectorul

gradient la iteratia curentd, VAx"), si directiile de la iteratiile anterioare, {p(Jl)} .
=7 Jj=0,i-1

Etapele algoritmului sunt listate mai jos.



1. Se alege un punct initial caracterizat de vectorul x*.
2. Se stabileste directia initiala drept directia negativa a gradientului in x

0 =3(r (<)

3. La fiecare iterafie i se determind minimul in raport cu parametrul o al functiei obiectiv
in directia g(’), conform relatiei:

O (a2 (s )
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Se determini astfel punctul x“*".

4. Se determina noua directie de cautare, Q(Hl), din punctul x
oo
AT e

ot )f

5. Daca f (;C(HD ) > f (;c(i) ) , atunci punctul de minim a fost gasit: x <« x, STOP;

(i+1),

8  pi=_vy (E(i+1))

altfel se reia de la etapa 3.

In cele ce urmeaza este dat programul Matlab (fletreev.m) care implementeazi
algoritmul Fletcher-Reeves; acesta va fi testat pentru aceeasi functie scalard de gradul al 1I-
lea continuta in fisierul £1 .m, cu un minim la —0.2.

Yoinitializari

i=1;x (i, :)=x0;n=length (x0) ; itermax=1000;%numar maxim de iteratii

h=0.0001; %variatie utilizata in calculul gradientului

for k=1:n,

v=zeros(1l,n);v(k)=1;
%!a fiecare pas gradientul este un vector de dimensiune n
grad(i,k)=(fl1(x0+h/2*v)—-f1l(x0-h/2*v)) /h;

end;

p(i, :)=—grad(i, :);

stop=0; %variabild booleana care arata gasirea minimului local cautat

while (~stop)&(i<=itermax),

alfa=0:0.01:10;
y min=fl(x(i,:));
9 se determind minimul functiei cAnd al fa variaza in intervalul (ales arbitrar) [0; 10]
Jocu pasul 0.01
stop=1;
for j=l:length(alfa),
y=fl(x(i,:)+alfa(j)*p(i)) ; %formula (2.30)
if y<y_min,
y_min=y;
X(i4+1,:)=x(i,:)+alfa(j)*p(1);
stop=0;
end;



end; %in acest moment noul punct de cautare este x (1+1)
if (~stop)
for k=1:n,
v=zeros(l,n);v(k)=1;
grad(i+1,k)=(fl1(x(i+1l, :)+h/2*v)-fl(x(i+1, :)-h/2*v))/h;
end;
%onoua directie de cautare se determina cu formula (2.31)
p(i+l, :)=—grad(i+1l, :)+...
norm(grad (i+1, :))"2/norm(grad (i, :)) " "2*p (i, :);
end;
i=i+1;

end;

[nr_it n]=size(x);nr_it

minim=x(nr_it, :)

Executia programului din linie de comanda necesita initializarea variabilei x0, punctul de
start al cautarii. De exemplu, pentru:

x0=1;fletreev
rezultatul:

nr_it =

2

minim =
-0.2000
aratd o convergenta mai rapida decat cea a metodei de gradient anterioare, implementata prin
functia utilizator opt_grad.

Observatie:

Pentru o functie de n variabile care nu este patraticd, dupd fiecare n iteratii se
reinitializeaza directia de cautare la directia antigradientului, ca la primul pas. Scopul este
eliminarea erorilor datorate faptului ca functia se poate aproxima bine cu o functie patratica
numai in stricta vecinatate a optimului.

1.4 Metode directe. Metode de relaxare

Din clasa metodelor directe de cautare a optimului, cea mai simpld, dar si cea mai
costisitoare ca timp, este cea a explorarii exhaustive. Metodele de eliminare se folosesc cand
functia obiectiv are un singur optim (functie unimodala); ele se bazeaza pe eliminarea unei
regiuni a domeniului de variatie a variabilelor independente care nu contine optimul.

Cautarea aleatoare (metoda Monte Carlo) consta in evaluarea functiei obiectiv Intr-un
set de puncte generate pseudoaleator la fiecare iteratie a algoritmului. Domeniul de explorare
din jurul optimului aflat la fiecare iteratie se restrange, pana cand el devine mai mic decat cel
impus; astfel, optimul de la ultima iteratie se declara drept optim global.

Spre deosebire de metodele de gradient — care efectueaza modificari simultane ce produc
deplasari in spatiul n-dimensional — metodele de cdutare unidimensionalid (Gauss) se
fondeaza pe modificarea succesiva a componentelor vectorului x. Aceste metode se mai
numesc §i metode de relaxare sau de optimizare ciclica de-a lungul axelor de coordonate
(engl. cyclic coordinate search). Cautarea multidimensionald este astfel transformata intr-o
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succesiune de cautdri unidimensionale, fara a prospecta directia Tnaintarii, ci doar prin
relaxarea rand pe rand a tuturor directiilor axelor de coordonate. Existd mai mulfi algoritmi
bazati pe metoda relaxarii, care difera dupa modul 1n care se face varierea pasului de cautare.

Metodele de relaxare sunt in general mai lent convergente decat metodele obisnuite de
gradient, fiindca pot contine mai multe iteratii de cautare unidimensionald, in functie de
alegerea punctului de start si a pasului. Ele pot deveni ineficiente sau cel putin foarte lent
convergente daca functia obiectiv prezintd o vale (sau o creastd) care nu are directia paralela
cu axele de coordonate.

Se prezintd mai jos etapele unui algoritm de relaxare [CEAN 84], in care pasul este
mentinut constant pe durata unui ciclu de explorare a tuturor directiilor, dupa care pasul este
micsorat in progresie geometrica de ratie r, pana cand devine mai mic decat un prag dat, €.

1. Se alege un punct initial caracterizat de vectorul 5(0) :[xl(o) xéo) xﬁo)},

valoarea initiala a pasului de cautare, p, si pragul €.
2. Se initializeaza indexul coordonatei de relaxat: k < 1.
3. Se initializeaza contorul de iteratii din optimizarea 1n raport cu coordonata k: i < 0.
4. La o iteratie i se relaxeaza coordonata de index k, obtinandu-se vectorul:

g(iﬂ): xl(l) x,(cl)+p

%,_/
(i+1)
%

0

Daca f (;c(iﬂ) ) <f ()_c(i) ) , atunci i < i+1 si se reia etapa 4;

altfel daca i=1 (prima iteratie), atunci se face relaxarea in sens opus:
LC(HI) = [xl(i) x,(ciH) -2p .. xg)}

p&—p
i i+l
si se reia etapa 4;
altfel
daca f ( ;c(i) ) <f ( g(i_l)) , atunci valoarea de optim a coordonatei k este:
i—1
xkop, _ 'x]((l )
k — k+1

si se reia etapa 3 (se relaxeazad urmatoarea coordonata, k+1).
5. Se modifica pasul p, inmultindu-1 cu ratia r<1: p < p-r.
Daca p < g, atunci s-a obtinut extremul functiei, STOP; altfel se reia de la etapa 2.

Functia Matlab de mai jos implementeaza algoritmul anterior pentru o functie scop de o
variabild vectoriala de o dimensiune oarecare (numele fisierului ce contine functia scop este
transmis ca parametru de intrare, iar valorile functiei se evalueaza cu feval).

function [x_opt,nr_it]=opt_rlx(fct_scop,x0,pas_init,r,tol)

%optimizare parametrica prin METODA RELAXARII

J%fct_scop - sirul de caractere ce desemneaza functia de optimizat



0% 0 — punctul de start (vector de dimensiunea variabilei functiei de optimizat, n)

Jopas_init pasul initial de cautare

9or — ratia subunitara de modificare a pasului dupa fiecare ciclu de relaxare a tuturor
% celor n coordonate

Yot ol — valoarea de prag a pasului, cand cautarea se opreste

Yoinitializari

i=1;x(i, :)=x0;p=pas_init;
n=length (x0) ;

while (p>tol),
pO=p*r;p=p0;
k=1;d=zeros(1l,n);
stop_global=0; inapoi=0;
while (~stop_global),
d(k)=1;3=0;
stop=0;
while (~stop)
if inapoi,
p=p/2;
inapoi=0;

end;
X(1i+1, :)=x (1, :)+p*d;
J=3+1;
if feval(fct_scop,x(i+l,:))>feval (fct_scop,x(i,:)),
if j==1,
p=-2*p;
i=i+1;
X(i4+1, :)=x(i, :)+p*d;

inapoi=1;

else stop=1;

x(1i+1,:)=[1;
i=i-1;
d(k)=0;
k=k+1;
p=p0;
end;
end;

i=i+1;

end;

if k<=n,

stop_global=0;
else stop_global=1;
end;

end;



end;

[nr_it nl=size(x);
X_opt=x(nr_it, :);
Pentru exemplificare, s-a folosit o functie de doud argumente reale:
function y=f (x)
y=4+6*x (1) —4*x(2)+x (1) "2+2*x(2)"2—...
6*x (1) *x(2)+x (1) "44+2*x (1) "2*x(2) ;
care descrie o suprafata (figura 2.9), si care are trei minime locale, calculabile analitic, situate
aproximativ in punctele de coordonate (0;1), (0.3117;1.419) si (—4.8117;—-17.794).
Cele doua apeluri de mai jos arata ca, din acelasi punct de start, (—1;3), dar cu alt pas
initial (p=1, respectiv p=0.5), metoda relaxarii poate furniza rezultate semnificativ diferite.
[x_opt,nr_it]=opt_rlx('f',[-1 3],1,0.5,1e-6)
X_opt =
0.0000 1.0000
nr_it =
84
[x_opt,nr_it]=opt_rlx('f',[-1 3],0.5,0.5,1e-6)
X_opt =
0.3118 1.4191
nr_it =
407

10000 .\f(-xl’XZ)

Fig.1 O suprafata cu trei minime locale:

f(x1,x)=4+6x—4x, +x12 +2x§ —06x1x) +xf‘ +2x12x2

Dintr-un alt punct de start se poate obtine un alt punct de minim local:
[x_opt,nr_it]=opt_rlx('f',[-3 -7]1,2,0.5,1e-5)

X_opt =
-4.8158 -17.8200
nr_it =

3577



