Curs 9: METODE NUMERICE UTILIZATE IN SIMULAREA
SISTEMELOR DINAMICE

1 Notiunea de ,,sistem dinamic”. Clasificari. Notiunea de ,,simulare”

Un sistem dinamic este o entitate care se caracterizeaza printr-un mod specific de
transformare a unui semnal de intrare (cauza) intr-un semnal de iesire (efectul). Matematic,
aceste semnale sunt functii de timp (figura 1).
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Fig.1 Reprezentarea de tip ,,cutie neagra” a unui sistem dinamic

Daca multimea momentelor de timp in care evolueaza un sistem este o submultime a:

*  multimii numerelor reale, R, sistemul este cu timp continuu (sistem continuu);

¢  mulfimii numerelor intregi, Z , atunci sistemul se numeste cu timp discret (sistem
discret sau sistem cu esantionare).

In modelarea sistemelor dinamice se utilizeaza legi specifice de conservare de masi si
energie, descriind fenomene de acumulare si de dezacumulare, exprimate matematic sub
forma ecuatiilor de bilant, care sunt ecuatii diferentiale. Asadar, se poate spune ca prima
imagine asupra comportamentului temporal al unui sistem dinamic este datd de modelul de
tip ecuatie diferentiala. Ecuatiile diferentiale sunt fie ordinare — la care variabila de derivare
este timpul, ¢ — fie cu derivate parfiale — la care mai apare incad cel putin o variabild de
derivare pe langa timp (de exemplu, o coordonata spatiald). Fiecare tip de ecuatie diferentiala
este asociat respectiv unei clase de sisteme:

* sistemele cu parametri concentrafi sunt descrise de ecuatii diferentiale ordinare
(exemplul 1);

* sistemele cu parametri distribuifi sunt descrise de ecuatii diferentiale cu derivate
partiale (exemplul 2.).

Exemplul 1: Se considera sistemul mecanic din figura 2 a), unde un corp de masa M,
legat de un perete printr-un resort de constanta de elasticitate k, se
deplaseaza cu frecare vascoasd, caracterizatd de coeficientul de frecare f,,

sub actiunea unei forte variabile Tn timp, (7).
Modelarea ca sistem dinamic Incepe cu identificarea drept cauzad (intrare) a fortei f(f) si
drept efect (iesire) a deplasarii x(¢) (figura 2 b)). Cele doud marimi sunt legate prin legea de
conservare a energiei mecanice, descrisa de ecuatia diferentiala ordinara de ordinul al II-lea:
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+k-x(t)=f(0),

care este un model al sistemului.
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Fig. 2 Sistem mecanic cu resort: a) reprezentare fizica; b) simbolizare ca sistem dinamic
Sistemul mecanic descris este, deci, un sistem dinamic cu parametri concentrafi.

Exemplul 2: Se considera o bara de lungime L, a carei temperaturd se modifica drept
urmare a aplicarii la un moment dat, f, la capetele ei a unor temperaturi cu
variatie cunoscutd in timp, Oy(f) si ®.(¢) (figura 3). Se cunosc constantele
de material: densitatea materialului barei, p [kg/m’], cildura lui specifici,
c [kcal-grd/kg] si conductibilitatea termica, A [kcal-grd/m/h], precum si
distributia de temperaturi de-a lungul barei la momentul #, ®O(x).
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Fig.3 Sistem guvernat de transferul unidirectional de caldura

Temperatura in punctele barei este functie si de timp, dar si de departarea de capetele
barei, deci de coordonata spatiala, notata cu x. Luand ca origine a coordonatei spatiale capatul
din stinga al barei, se noteaza cu O(x,f) temperatura in punctul aflat la abscisa x la momentul
de timp ¢ (figura 4.3). O(x,?) este efectul datorat cauzelor ®y(?) si O.(¢) (numite si forfaje de
temperatura). Evolutia temperaturii ®(x,f) este descrisd de ecuatia transferului unidirectional
de caldura, care este o ecuatie diferentiala cu derivate partiale:
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unde a =7u/(p-c) se numeste difuzabilitate termica [mz/s]. Sistemul descris este, deci, un

sistem dinamic cu parametri distribuifi.

Daca un sistem raspunde printr-o iesire marginitd unui semnal de intrare marginit, atunci
se spune ca sistemul este stabil (intrare-iesire). O clasd importantd de sisteme sunt cele
liniare, carora li se asociaza ecuatii diferentiale liniare (a se vedea exemplul 1). Sistemele
liniare stabile sunt caracterizate prin aceea ca lasa neschimbatd forma semnalelor armonice;
cu alte cuvinte, daca la intrarea unui sistem liniar stabil se aplicd semnal sinusoidal, atunci
iesirea lui va fi tot sinusoidald. Majoritatea sistemelor reale nu verifica aceasta proprietate; se
spune ca sunt neliniare.

Termenul de “simulare” este asociat evolutiei temporale a unui sistem dinamic descris
printr-un model adecvat, atunci cand sistemului i se aplica un semnal de intrare cunoscut; in
particular, se pune problema determinarii iesirii sistemului, numite si raspuns (la o anume
intrare cunoscutd). De exemplu, simularea sistemului din exemplul (1) constd in a afla cum
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variaza deplasarea corpului in timp, x(7), atunci cand se cunoaste f(r), forma de variatie a
fortei aplicate la un moment dat, #). Pentru aceasta este necesara integrarea numerica a

ecuatiei diferentiale (1) in condifii initiale cunoscute, x(fy) si x(#y). Simularea sistemului

din exemplul (2) presupune integrarea numerica a ecuatiei (2) in conditii inifiale cunoscute,
@(x,to):®0(x), pentru x € [O;L].

A simula un sistem dinamic este echivalent cu a rezolva (integra) ecuatia diferentialda
capitol este dedicat metodelor de integrare numericid a ecuatiilor diferentiale, ca prima
metodd de simulare numerica a sistemelor dinamice.

O mare parte din problematica determinarii raspunsului sistemelor se reduce la gasirea
solutiei ecuatiei diferentiale (sistemului de ecuatii diferentiale) ca solutie (unicd) a problemei
cu timp initial (problemei Cauchy).

Deoarece ecuatiile diferentiale care modeleaza procesele din lumea reala sunt adesea
neliniare i de ordin superior, gasirea unei solutii analitice (exacte) a problemei Cauchy este
dificila. Alternativa o constituie gasirea unei solutii aproximative, si anume prin folosirea
unui algoritm executabil pe o masind de calcul. Astfel, solutia gasitd prin aplicarea unei
metode numerice este un sir de aproximatii ale valorilor solutiei exacte, calculate la momente
discrete de timp, de obicei egal distantate.

2 Simularea sistemelor cu parametri concentrati. Integrarea
numerica a ecuatiilor diferentiale ordinare si a sistemelor de
ecuatii diferentiale ordinare

2.1 Fundament teoretic

In aceasti sectiune sunt rezumate principalele rezultate teoretice care stau la baza
metodelor numerice de rezolvare a ecuatiilor diferentiale ordinare (EDO) si a sistemelor de
ecuatii diferentiale ordinare.

In vederea rezolvarii numerice a EDO sau a sistemelor de EDO, indiferent de metoda
folositd, mai intai se procedeaza la scrierea acestora sub forma standard:

dy
3) d—;=f(t,z), reliosiyl, y(i0) =y,
T . e e o T .
unde y=[y; .. y,] si conditia initiald, y, =[ Yig y”o] , sunt vectori de
dimensiune n, unde n este ordinul ecuatiei sau al sistemului considerat, f :[ fi o fa ]T

este o functie vectoriald de aceeasi dimensiune, iar [7(;? 7] este intervalul de integrare.

Scrierea (3) este posibild oricare ar fi ordinul ecuatiei sau al sistemului considerat, Tn
virtutea unui rezultat cunoscut din matematica: orice ecuatie diferentiala de ordinul n>1,
printr-o schimbare de variabila, poate fi scrisa ca un sistem de n ecuatii diferentiale de ordinul
I. Aceasta echivalare se face introducand n noi variabile, al caror mod de alegere nu este unic,
dupa cum se aratd mai jos.

Pentru o ecuatie diferentiala de ordin n>1, data sub forma:



dn

@ dt”y = f(t,y,y,y,...y("_l)j, te [lo;tf],

y(to):ylo’ y(t()):yZO""’ y(n’_l) (t()):yno

se poate opta pentru alegerea noilor variabile astfel:

Gy Y Voy=z0), i=1ln,

obtinandu-se un sistem de ecuatii diferentiale in variabila z:

1=2

(6) 2= 23 ,

én = f(t’ Z17Z2""’ Zn)

T
cu conditia initiald z(zg) =[z10 =V, - Zny = y”o} . Ca urmare a acestei schimbdri de

variabila, sistemul (6) este de tipul (1):
dz
D —==f(n2), z(tn) =z
dr
unde:

) fz=[12 3o f(f’Zl,Zz,---’Zn)]T

Observatie:

eqe oy

ecuatie diferentiald de ordin superior intr-un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul I,
obtinandu-se astfel forma standard (1), care face obiectul metodelor numerice de simulare a
raspunsului sistemelor. Se pot utiliza si alte schimbari de variabild care au acelasi efect,
evident cu expresii diferite pentru functia vectoriala f .

Teorema 1 (unicitatea solutiei problemei (3)):

Fie mulfimea convexa D ={(t, y)‘to <t<ty,yeR” } si functia vectoriala f(z,y)

continud pe D. Daci existd o constantd L>0 astfel incat H f(e,y)- 1z yz)H <Ly -y -
adica f este lipschitziana (notatia |||| desemneaza norma vectoriald) — atunci solutia problemei
(3), y(t), este unica pentru te [to;tf] :

Se pune acum problema consecintelor pe care le au asupra solutiei ecuatiei (4.3)
eventualele perturbatii — datorate erorilor de rotunjire — apdrute in conditiile initiale sau/si in
functia f. Se considera problema perturbata:

dz

) d—;zf(t,;)+8(t), te[to;tf} z(19) = y(10) +¢o,
care admite solutia (exactd) z(r). Se demonstreaza urmatorul rezultat.
Teorema 2 (solutia problemei perturbate):



Daca f este continua si lipschitziana pe [to;tf], atunci pentru orice €>0 , cu

e >max {|eg|,8(1)} , existd k (€)>0 pentru care este indeplinitd relafia:

(10) Hg(t)—z(t)” <k(e)-e Vie [to;tf] ,

unde y(¢) este solutia (exacta a) problemei neperturbate. Se spune ca problema (4.3) este bine
Jormulata.

Metodele numerice de integrare a ecuatiilor diferentiale furnizeaza solutii ale
problemelor perturbate, aceasta datorita erorilor de rotunjire.

22 Elemente necesare pentru integrarea numerica a EDO

Aceste elemente trebuie vazute drept date de intrare care sunt furnizate unei metode
numerice de integrare. Ele sunt listate mai jos:

1) EDO de rezolvat trebuie mai intai adusa la forma (3) printr-o schimbare de variabila
adecvatd (in particular se poate utiliza schimbarea de variabild (5)); rezultd astfel functia
vectoriala f, , de dimensiune egald cu ordinul ecuafiei, n, care descrie legdtura dintre

derivatele celor n noi variabile, z;, si valorile lor nederivate, z;;

2) intervalul de integrare dat prin capetele acestuia, f si ¢ Ix

T
3) conditiile inifiale, sub forma unui vector de dimensiune n, yy = [ Mg - Yng } ;

4) pasul de integrare, notat cu h — in toate metodele de integrare se considera o diviziune

de ordinul m a intervalului [to;t f} (o Tmpartire a acestui interval in intervale de aceeasi
lungime, h), In ale carei puncte, f; =fy+k-h, ke{0,....n}, se calculeazad valorile solutiei
numerice a ecuafiei, notate cu yj , care sunt aproximari ale valorilor exacte, y(#); este

intuitiv evident c@ solutia numerica se apropie cu atdt mai mult de solutia exacta cu cat
diviziunea este mai fina (pasul de integrare, A, este mai mic);
5) un subprogram (functie) care calculeazd valoarea functiei f, pentru orice moment de

timp, #, si care va fi apelat la fiecare pas de integrare, f;, , de programul unde este

implementatd metoda de integrare numerica;
6) alte date care se constituie ca parametri constanfi in functia f, .

2.3 Metode unipas (directe)
Metodele unipas de integrare numerica a EDO sunt metodele Taylor, care nu se
folosesc, fiind complicate, si metodele Runge-Kutta (RK). Aceste metode au ca baza de
pornire expresia dezvoltdrii polinomiale in serie Taylor a functiei y(f), presupusa derivabilad
de ordinul (p+1) si cu derivatele continue:
: 2. p p+l
(D ¥ (1) = ()3 1)+ =3 1) oot 2y P (1)
2! p! (p+1)!

unde & € (t,;41 ). Inlocuind in (4.11) expresia derivatei de ordinul i a functiei y(¢):

yPU (g,

12) Y ()= D (e, y(1)), i=1(p+1)
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in punctul #; , se obtine:

2 . p+l

03) 3{tar) =30 sy )+ 5 ey ) o s 2 (B ()

Relatia (13) este o ecuatie In diferente ce permite calculul solutiei in punctul #;,; pe
baza solutiei In punctul f;, . Transpunerea numerica a acestei relafii conduce la calculul
solutiei la un anume pas de integrare, y, ., in functie de solufia la pasul anterior, y; .

Aceasta dependentd, care ia in considerare ,istoria” integrarii cu un singur pas in urma
justificd numele acestei clase de metode (unipas).

In general, scopul final al oricirei metode numerice este si determine cu suficientd
acuratete o solutie aproximativa a problemei cu minimum de resurse de memorie si numar de
operatii. Cea mai importantd masura a acuratetii o constituie eroarea locald de trunchiere.
Aceasta reprezintd la un anumit pas masura in care solutia exactd a ecuatiei diferentiale
satisface ecuatia in diferente utilizatd pentru calcul.

Se demonstreaza ca la metodele Taylor, care sunt bazate pe relatia (13), eroarea locala de
trunchiere este marginitd superior de un polinom de grad p in pasul de integrare, ceea ce

inseamna ci este de ordinul A” (O(hp ) ). Aceasta arata ca, intr-adevar, acuratetea metodei

creste odatd cu micsorarea lui h. Pe de altd parte, micsorarea lui s antreneazd cresterea
numarului de operatii efectuate si, deci, a erorilor de rotunjire. Se demonstreaza ca exista o
valoare a lui h pentru care se atinge minimul erorii de trunchiere in prezenta erorilor de
rotunjire. Concluzia este ca pasul de integrare, A, rezulta dintr-un compromis intre acuratetea
s1 precizia metodel.

Pentru p=0 se obtine metoda Taylor de ordinul 1, cunoscutd si ca metoda Euler sau
metoda Runge-Kutta de ordinul 1:

D) Y1 =Y+ f (1)
la care minimizarea erorii de trunchiere se obtine pentru:
h=28/M ,

unde J este eroarea de rotunjire la fiecare pas de integrare, iar M este o constantd care
margineste superior valorile derivatei a doua ale solutiei exacte a ecuatiei pe intervalul de

¥(1)

Metodele Taylor de ordinul p>1 nu sunt folosite ca atare, deoarece necesita calculul
expresiei analitice a derivatelor functiei din membrul drept din (4.3). Metodele RK elimina
acest dezavantaj, pastrand avantajul erorii locale de trunchiere mici.

Metoda Runge-Kutta de ordinul 2 — sau metoda punctului median — care are o eroare

integrare: <M, Vte [to;tf} .

de trunchiere de O (hz) , are la baza expresia:

h h
(15)  Yr+1= % +h’f(tk +5’yk +5’f(tk’)’k)j

Alte doud metode cunoscute sub numele general de metode Runge-Kutta de ordinul 2
sunt metoda Euler modificata, care are relatia in diferente:
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h
(16)  Yer1 =i +E'_f(tk’)’k)+f(tk+l’)’k +h'f(tk’)’k))]

si metoda Heun, cu relatia in diferente:

ol 2 2
A7) Yrs1= Yk +Z' f(tk’)’k)+3f(tk+1+§h’ Yk +§h'f(tk’yk)ﬂ

Metoda RK de ordinul 3 este putin utilizata.
Una dintre cele mai utilizate metode unipas este metoda Runge-Kutta de ordinul 4,
careia 1i corespund urmatoarele formule de calcul:

1
(18)  Yr41 =k +g'(’<1 +2ky +2k3 +ky ),

unde:

h 1
ky=h-f(t,y) k2:h'f(tk+5’yk+§'klj
(19)

h 1
k3 :h'f(tk +E,yk +§'k2j k4 :h'f(lk +h,yk +k3)

Aceastd metoda are eroarea locala de trunchiere 0(h4) , iar functia y(¢) trebuie sa fie de

clasi C° (continua si cu derivatele pana la ordinul 5 continue).

Exemplu: Sa se scrie un program Matlab care sa realizeze integrarea numerica a sistemului
de ecuatii diferentiale:

X=X,
%, :%(25—5x2—25x1)

Cerinte: - Se va utiliza metoda de integrare numerica Runge-Kutta de ordinal 4.
- Se vor afisa grafic, in aceeasi figura, rezultatele obtinute prin integrare

Rezolvare:

% program principal pentru integrare numerica

clear all;close all;

x=[7 1071;

h=0.1;

t0=0;

tf=10;

t(1)=0;

i=1;

for m=0.1:h:tf,
kl=func(t,x(i, :));
k2=func(t+h/2,x (i, :)+h*k1/2);
k3=func(t+h/2,x (i, :)+h*k2/2);
kd=func (t+h, x (i, :)+h*k3);
x(i+1, :)=x(i, :)+h/6* (k1+2*k2+2*k3+k4);
t (i4+1)=m;



i=i+1;
end
subplot (211);
hold onj;
plot(t,x(:,1),'k");
subplot (212);
hold onj;
plot(t,x(:,2),'k");

[

% implementare sistem de ecuatii diferentiale
function xd=func(t, x)

xd(1l)=x(2);

xd (2)=1/2*(25-5*x(2)-25*x (1)) ;

2.4 Metode directe cu pas variabil

In general nu se poate determina eroarea globala a unei metode directe de integrare, dar
se stie ca existd o stransa legatura intre aceasta si eroarea locala de trunchiere. Prin utilizarea
adecvatd a metodelor directe de diferite ordine se poate predicta eroarea locald de trunchiere
si, impreuna cu variatia pasului, se poate controla eroarea globala.

Metodele directe cu pas variabil se mai numesc si cu pas adaptiv pentru cd adapteaza
numarul si pozitia punctelor 1n care se face calculul astfel incat eroarea locala de trunchiere
sd se mentina inferioara unei limite impuse. Acest paragraf este dedicat manierei n care
eroarea locala de trunchiere poate fi controlata prin variatia pasului de integrare.

Eroarea locala de trunchiere produsa prin aplicarea unei metode directe de ordin p poate
fi controlata prin folosirea unui pas de integrare modificat. Presupunand ca aceasta
modificare este de forma h,,,, =98-h,,.j; , ¢ demonstreaza ca este suficient sa se aleaga:

1

(20) 83(—f;—fi————Jp,
2|Yk+1“Yk+1|

unde cu € s-a notat limita impusa a erorii locale de trunchiere (toleranta impusa), iar yj

reprezintd solutia la pasul k+1 data de o alta metoda de integrare decat prima folosita.

O metoda cunoscuta care utilizeaza aceastd tehnica, de control al erorii globale prin
variatia pasului de integrare, este metoda Runge-Kutta-Fehlberg. Aceastd metoda consta in
utilizarea unei metode Runge-Kutta cu eroarea locald de trunchiere de ordinul cinci:

16 6656 28561 9 2

+ + ——ks +—kg,
135 112825 0 56430 50 0 55 °

pentru a estima eroarea locald de trunchiere a unei metode RK de ordinul 4 data prin relatia:

25 1408 2197 1

22 =y, + ki + + ——ks,
@2 =t ekt oe kst e ke ghs

Q2D V=t

unde:



h 1
ky=h-f(tx,v) ko :h'f(tk TV +Zk1j

3h 3 9
ky=h-f| 1+ v +—k +—k
3 f(k g Vet kit 2)

12h 1932 7200 7296
23 ko=h-f|t; + Vi + ky — ky + k
@) A =h S et g T 19 o1y 3)
439 3680 845
ks=h-flt, +h,y, +——k —8ky + ks — k
=T et vtk =8k s =0 4)
h 8 3544 1859 11
ke =h-f|tp +—=,yr ——k +2ky - k3 + -——
6 =S ety e gkt 2k oSkt o e 405j

Un avantaj al acestei metode este cd sunt necesare numai sase evaludri ale functiei f.
Metodele RK de ordinul 4 si 5, utilizate Tmpreuna necesita cel putin patru evaluari pentru cea
de ordinul 4 si sase pentru cea de ordinul 5, deci 1n total cel putin zece evaludri. O valoare
inifiald pentru £ la pasul & este utilizata pentru a gasi primele valori ale lui y;,; si y;4 care,

la randul lor, sunt utilizate in calculul lui §. In mod practic, pentru alegerea unei valori
initiale pentru 4 se foloseste o reguld mai mult sau mai putin empirica. Pentru metoda Runge-
Kutta-Fehlberg de ordinul 4 aceastd valoare se poate obtine particularizdnd p=4 in relatia
(4.20):

( € J4 ( € J4
6 < U — =0.84 -
2|yk+1 _)’k+1| |)’k+1 _)’k+1|

Algoritmul Runge-Kutta-Fehlberg (de calcul al solutiei ecuatiei diferentiale (3) cu eroare
locald de trunchiere avand o toleranta data, €)
Date de intrare: to, tf, Y0, Nimins Bimax, €

Pas1. t=ty, y=yo, h=hy,, flag=1
Pas 2. Cattimp flag =1 repeta pasii 3-11.
Pas3. ki< h-f(tx,y)
ky < h-f(tx +hi4, y, +k 14)
ky < h- f(t; +3h/8, y, +3k 13249k, /32)
ky < h- f(t; +12h/13, y; +1932k; /2197 — 7200k, / 2197 + 7296k3 / 2197)
ks < h- f(ty +h, yi +439%; /216 -8k, +3680k3 /513 —845k, /4104 )
ke < h- f (ty + 112,y —8ki /27 +2ky —3544ks /2565 +1859%k, /4104 —11ks / 40)

Pas4. R« |k /30—128k3/4275—2197ky 175240+ ks /50—11kg /40| /h

Pas 5. Daca R<e,atunci t=t+h
y=y+25k;/216+1408k3 / 2565+2197k, /4104 —ks /5

Pas 7. Scrie t, y.
1

Pas 8. &« O.84-(%)4

Pas 9. Daca 8<0.1, atunci h=0.1-h
altfel, dacd 6 >4, atunci h=4-h
altfel h=90-h
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Pas 10. Daca h>h

max >

Pas 11. Daca tth ,

atunci h = hy,,,

atunci flag =0
altfel, daca t+h > ls atunci h = tp—t
altfel, daca h > h,,;,, , atunci flag =0
altfel scrie ,,Pas minim depasit!”

2.5 Metode multipas (indirecte)

2.5.1 Introducere

Metodele unipas, discutate in capitolele anterioare, folosesc numai informatia de la
momentul curent, #;, pentru a calcula solutia EDO la momentul urmator, #;,;. Desi aceste

metode folosesc si valori calculate in interiorul intervalului de integrare [t;,f;,1], totusi
acestea nu sunt retinute pentru utilizare ulterioara §i, prin urmare, nu sunt disponibile
utilizatorului. Deoarece informatia calculatd la momentele ¢, f;,..., #; este disponibila si
i =¥ (1)
de metode care sd foloseaca informatia de la momentele de integrare anterioare. Aceste
metode care, pentru a calcula solutia y;,;, folosesc ,.istoria” integrarii cu cel putin doi pasi

eroarea locala de trunchiere, , creste odata cu k, atunci apare motivata dezvoltarea

in urma, se numesc metode multipas sau indirecte.

Definitia 4.1: O metodd multipas de ordinul m folosita pentru a determina solutia
aproximativa a problemei Cauchy (3) presupune calculul lui y;,; cu

relatia:

(24) Vi1 =1 Yk T Ap2Vk—1 Tt A Vi t1-m
+ (B f (trats Y1) F Ot f (0 vk )+ + b0 f (e p1mms Yes1-m))”

unde a;,b;, i=0,...,m—1 sunt constante.

Cand b,, =0, metoda se numeste explicita sau deschisa, In caz contrar ea se numeste
implicita sau inchisa.

Conditia initiald, yq, este cunoscutd. Folosirea relafiei (24) intr-o structurd de ciclare
necesitd ca urmatoarele m-1 valori care urmeaza conditiei initiale, y, y,,..., ¥,,—1, sa fie

calculate separat, Tnainte de a se intra in ciclare. De obicei, aceste valori se calculeaza printr-o
metodd directd, Runge-Kuta. Aceastd operatiune poartd denumirea de amorsare. Dupa
amorsare, valorile y;, Yi_1s-.s Yi41—m S€ calculeazd in ciclu utilizdnd formula (24)

particularizatd pentru metoda multipas respectivd (aceastd fazd se numeste integrarea
propriu-zisa).

Metodele implicite sunt folosite in practicdi mai ales pentru a Tmbunatati valoarea
calculatd la un pas de integrare printr-o metoda explicitd. Combinatia dintre metodele
explicite si cele implicite da nastere la asa numitele metode predictor-corector sau cu
predictie si corectie. La aceste metode faza de integrare propriu-zisa se imparte la fiecare pas
in doua etape: calculul (predictia) valorii lui y, . prin formula explicita si, respectiv,

corectia acestei valori cu formula implicita, pana la o anume precizie impusa. Metodele cu
predictie si corectie sunt singurele metode care permit controlul direct al preciziei de calcul.
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In cele ce urmeazi, clasa metodelor predictor-corector este tratatid separat de restul
metodelor multipas, pe care le vom numi simple.

252 Metode multipas simple
Pasii majori ai integrarii numerice prin metode multipas simple sunt dati mai jos (notatia
[-] desemneaza partea intreaga).

Algoritmul general de integrare numerica a EDO prin metode multipas simple
Date de intrare: ty, ty, yo, h
Pas 1. t=ty, y=Yy

Pas 2. Amorsarea: calculul valorilor y;, y,,..., ¥,,_1 (printr-o metoda directd, Runge-Kutta).

tf —lo
Pas 3. Pentru k de la m-1 la . -1

Yk+1=ABy (Ve Yiotos Vet1om)
repetd
Expresiile de calcul pentru formulele de integrare multipas se deduc pornind de la

integrala functiei y(t) pe intervalul [#,t;]:

@5 yltea) ()= 1 3(O)ar=1" £ {0y ()

Deoarece nu se poate integra f(¢,y(¢)) frd cunoasterea lui y(¢), se va utiliza un
polinom de interpolare, P(f), care trece prin punctele (f5, Vi) (h—1> Yi—1)se-os

(% +1—m> Yk+1—m ) - Dacd se presupune si y (7 ) = y; , atunci relatia (25) devine:

lk+1
26)  y(tgpr)=ye+ [ P(r)dr
Ik

In principiu, orice metoda de interpolare este utilizabila pentru deteminarea lui P(f), dar
cea mai des folosita este interpolarea Newton de tip diferenta inapoi.

Eroarea locald de trunchiere corespunzdtoare metodelor multipas se calculeaza similar
metodelor unipas.

Fara a detalia calculele, in tabelul 1 se prezintd formulele de integrare si erorile de
trunchiere pentru metoda multipas explicitda de ordinul m, numita si Adams-Bashforth (AB),
1n cazurile m=2, 3, 4.

m Formula de integrare Eroarea locald de trunchiere la pasul k+1
h 5
2 (27) Vit = Yk +E'(3f (tk’ Y )_ f (tk—l’ Vi )) Tt (h) = E y (“k )’ v, € (tk—Z’tk—l )

30w

h
= —-(23 s -16 V.
(28) Ve = Y +12 ( f(tk yk) f(tk 1 Yk l) T (h)=? y (uk)’ v, € (tk—Z’tk—l)

+5f(tk—2’ )’k—z))
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h
=0+ — (551 (1, )=59F (t,y» vy )+ 251n*
(29) Vit = i 24 ( f(k yk) f(kl . l) Tk+1( ): 720 'y(S)(“k)’ v“ke(tk—Z’tk—l)
+37f (tk—Z’yk—z)_9f(tk—3’yk—3))

Tabel 1 Caracteristicile metodei multipas Adams-Bashforth pentru diferite ordine

Metodele multipas implicite, numite si Adams-Moulton (AM), utilizeaza perechea
(tk 1o S (Fets Vi +1)) ca punct aditional al polinomului de interpolare in aproximarea

. . lk+41
integralei [ f(z,y(¢))dr.
I
In tabelul 2 se prezinta formulele de integrare si erorile de trunchiere pentru metodele
AM de diferite ordine.

m Formula de integrare Eroarea locala de trunchiere la pasul k+1
h n
0 | (30) Yiert = Vi +E'(f(tk+1’y“1)+f(tkvyk )) Tk+1(h)=E'y(3) (uk)’ Vi, € (tk’tkﬂ)
Vit = Vi +£'(5f (tk+l’yk+l)+8f (tk’yk )- n (4)
1 €1y 12 f(t y )) Test (h):_a'y (Hk)’ Vi, € (tk—l’tk+1)
- k=12 Yk—1
Yt = Vi +£'(9f(tk+l’yk+l)+19f(tk’yk)_ 19h*
2 | (32) 24 T (B) = ——— 7 (), Vi, € (650,)
=Sf (tk—l > Vi1 )+ S (tk—Z’ Vi )) 720

Tabel 2 Caracteristicile metodei multipas Adams-Moulton pentru diferite ordine

2.5.3 Metode multipas corective (cu predictie si corectie)

Pentru a schita algoritmul de integrare numerica folosind metode corective, se introduce
notatia y,{, care semnificd solutia la pasul k de predictie si pasul j de corectie. Rezulta ca
valoarea predictata la fiecare pas poate fi considerata drept o corectie la pasul O si se noteaza,
deci, cu y,? . ¥ desemneaza valoarea finala (dupa predictie si corectie) a solutiei la pasul k.

Presupunem ca predictia se realizeaza cu o metoda AB de ordinul m, iar corectia cu o
metodd AM de ordinul p (metoda corectiva rezultatd se mai numeste si Adams-Bashforth-
Moulton). Precizia de corectie se noteaza cu €, iar notatia |||| desemneaza norma vectoriala.

Algoritmul general de integrare numericd a EDO prin metode PC

Date de intrare: ty, ty, yo, h, €

Pas1. t=ty, y=Yy

Pas 2. Amorsarea: calculul valorilor y;, y,,..., ¥,,_1 (printr-o metoda directd, Runge-Kutta).

tf —lo
Pas 3. Pentru k de la m-1 la . -1

Predictia 1a pasul de integrare k+1:

0
Yk+1=ABy (Ve Yiotss Yet1om)
Corectia la pasul 1 al pasului de integrare k+1:
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1 0
Yi+1 =AM, (yk+1’)’k’ Yk—ls++ yk+1—p)
j1

>€

T j j—1
Cartimp | ], - v/}
Corectia la pasul j al pasului de integrare k+1:
J+_ J
yk+1 - AMp (yk+19 )’k, Yk—l,---, yk+1—p)
Jjj+l
repeta
j+1
Yk+l < Vi1
repetd
Acuratetea metodelor multipas corective (PC) depinde de efectul pe care il are asupra
erorilor cuplarea unei anumite formule de integrare explicite in faza de predictie cu o formula

implicitd in faza de corectie. Analiza numerica a acestui efect a condus la perechile predictor-
corector optime sintetizate in tabelul 3.

Formulele de integrare Comentarii

h
(33) (P): Yl = +E'(3f(tk’yk)‘f(tk—l’yk—l))
PC1 _ . .
©):ylH =y, +ﬁ-(f(tk+1, Vi )+f(tk,yk )) corectia cu AM pentru m=0

— predictia cu AB pentru m=2 si

[\S}

h
(P)3YI?+1 =Y +E'(23f (tk’yk)_léf(tk—l’yk—l)

pc2 | (34) N 5 (22 Vi) — predictia cu AB pentru m=3 si
(0 302 = v #1257 (10 ) 85 (13- corectia cu AM pentru m=1
-f (tk—l’yk—l ))

h
(P): YI?H =V +ﬂ'(55f (tk’yk)_sgf(tk—l’yk—l )+
(35) 37 (t0s Yia) =9 (155 Vs )) — predictia cu AB pentru m=4 si
©):ylH =y, +£.(9f (tk+l’yl{+l ) +191(t,,y,)— corectia cu AM pentru m=2

24
=5f (tk_l > Vi—1 )+ f (tk—Z’ Vi ))

PC3

Tabel 3 Formulele de integrare pentru cele mai utilizate metode predictor-corector
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