LABORATOR NR. 3: STUDIUL SISTEMELOR DINAMICE ELEMENTARE

Obiectivul lucrarii

a) studiul in domeniul timp a sistemelor dinamice elementare.

Elemente dinamice elementare

In aceasta lucrare de laborator, se studiaza elementele dinamice cele mai simple care, in unele situatii, nu
sunt realizabile fizic Tn mod unitar, dar intervin in compunerea altor sisteme dinamice.

Ecuatia intrare-iesire, functia de transfer si raspunsul temporal la diferite semnale de proba vor fi
determinate pentru fiecare element.

Elementul proportional ideal

uy — Ky

Ecuatia intrare-iesire:
W(O)=Kpu(?)

Este vorba de un amplificator ideal (fara intarziere) cu amplificarea K, numit si factor de proportionalitate.

Functia de transfer:
W(s)=K, (D

Raspunsul la impuls :

u(t) w(t)
1 = K
t t
Raspunsul indicial:
Au(r) Ah(1)
Ky ——
u =

L . ¢

Elementul cu timp mort( intarziere pura)

-T.5

O N B (0

Ecuatia intrare-iesire:



y(O)=u(t-7)

Iesirea reproduce intrarea cu o Intarziere de 7 unitdti de timp. Valoarea t caracterizeaza elementul cu timp
mort.

Functia de transfer:
Ws)=e ™ 2)

Raspunsul indicial:

Au() h(1)
1 = (N
Elementul integrator

Iesirea sa se obtine prin integrarea in fiecare moment a intrarii

wt) —> T [ YO

TiS

Ecuatia intrare-iesire:

t
1
§1)=3(0)=F £ u(t)d

T; se numeste constantd de timp de integrare. Aceasta se masoara in unitati de timp. Integratorul poate fi
deasemenea caracterizat prin coeficientul de viteza K,

1

K, = A [s7]

Functia de transfer:
1
W(s)=— 3
(s) Ts A3)
Raspunsul la impuls :
u(t) Aw(h)
1 = 1
t >t

Raspunsul indicial:



pu(®)

|
J—Fl -

Elementul derivator ideal

)y == 165 == 5

Ecuatia intrare-iesire:
du(t)

t)=T7,. —=
y(t)=Ty, Ul

Acest element realizeaza derivarea in timp a semnalului de intrare. El este caracterizat de constanta de timp
de derivare Ty [s].

Functia de transfer:
W(s)=Ty.s 4)

Acesta este un element dinamic care nu este realizabil fizic, deoarece gradul numaratorului functiei de
transfer este superior gradului numitorului. Existd sisteme reale care realizeaza o aproximare a derivatei
semnalului de intrare; se utilizeazd de obicei sistemul la limitad cauzal definit prin functia de transfer

7.
Wi(s)= " d-3 (vezi paragraful urmator)
+1.5
Raspunsul indicial:
0 h(f)
A
0 ! 0 !
Raspunsul la rampa unitara:
u(t)=t 4 V(@D
= I
0 ! K} !

Sistemul de ordin unu

Acesta este un sistem a carui functie de transfer contine un numitor de grad unu in s §i un numarator
constant.



K
1+71s

uty = — y®

Notam cu W(s) functia sa de transfer

K
M(s)= : (%)
I+71s
Acest sistem dinamic este caracterizat prin doi parametri :
-T : constanta de timp
-K : factorul de amplificare in regim stationar al sistemului.
Ecuatia intrare-iesire:
d
t—y-i-y(t):K.u(t)
dt
Modelul intrare-iesire este o ecuatie diferentiala de ordinul unu.
Raspunsul la impuls (functia pondere):
t
K 1 -1 K —
M(s)=——7 = wi(t)=L"(M(s))=—e *
L T
T
K Awi®)
T
_t
w(t)=—e "
K
0.37 —{----%- .
E i
T 27 31

Fig. 1 Raspunsul la impuls al sistemului de ordin unu
t

Se poate remarca ca tangenta la e 7 1in origine este constanta si egald cu constanta de timp .

Raspunsul indicial:

B 1 Kt 1 1 .
HI(S)_Wl(S).s_s(l/r+s)_K[s 1/r+sJ’

Deci:

t
() =K(l-e T)




0.63K {----1-

T 27 3t

Fig. 2 Raspunsul indicial al sistemului de ordin unu

Raspunsul la rampa unitara : u(f)=t.y(f)

K

Y(s)=Wi(s)me et k| LT T
N

2
sz(erl] s gyl
T T

Iesirea sistemului este originalul acestei expresii, adica:

t
yt)=K(t—t+1e ;)

Figura 3 arata ca sistemul reproduce intrarea in regim permanent cu o intarziere de T unitati de timp.

Ay

Kt

0.37Kt

T

Fig. 3 Raspunsul sistemului de ordin unu la rampa unitara

Elementul derivator cauzal

Un sistem de ordin unu, definit prin 1/(1+7%), inseriat cu un derivator ideal, cu functia de transfer 7y.s,
formeaza impreund un sistem care realizeaza, in mod aproximativ,derivarea semnalului de intrare, daca
constantele de timp 7 si T, verifica conditia:

Ty>>T

u(t) — Tas — (1)

1+Ts




Functia de transfer:

T,
W(s)= 1+dTSs

Ecuatia intrare-iesire:

dy du
T—+y(t)=T; —
i y(t)=Ty 7l

Se poate analiza, de exemplu, raspunsul indicial, utilizand structura
urmatoare

u(t) — — — )
1 | -
1+Ts

Asadar, se poate scrie functia de transfer sub forma

T, | T, T;/T
Wis)=-9 1o |=2d _“dIZ _p o) _w,(s),
()= ( Ts+1) T g1 ST

unde W(s) este un element proportional ideal si W,(s) este de ordinul unu.

Calculand y(?) si ya(f) corespunzitor celor doud functii de transfer §i considerand iesirea y(f) ca
de mai jos, raspunsul indicial al

suprapunerea semnalelor y(f) si -y(f), se obtine grafic, ca 1n figura
derivatorului cauzal.

raspunsul indicial al derivatorului cauzal

Sistemul de ordin doi

Este un sistem a carui functie de transfer are un numitor de gradul doi in s §i un numaérator constant.

K Koo2
Wi(s)= > = &

1+7€S+LS2 0)%+2C(Dns+s

Oy ®,

2

sugeratd prin schema functionald

(6)



El este determinat prin trei parametrii:
- K: factorul de amplificarea in regim stationar
- {: factorul de amortizare
- o, pulsatia naturala

Discriminantul ecuatiei caracteristice

N=(C2 o,

ne aratd ca natura polilor variaza potrivit valoarii . Se considera cazurile urmatoare:

a) £>1; polii sunt reali:

P =(—C+\/ﬁ)-@n
P2 Z(—C—\/Z)‘Dn

Se poate deci considera

ﬁ{c— 1o,
%=(c— 1o,

Sistemul apare atunci ca rezultatul punerii in cascada a doua sisteme de ordin unu, cu constantele de timp 7
$i &
K

s = e st

a caror proprietati sunt deja cunoscute.

b) £=1, adic4 existd un pol dublu real

p = -Coy

Se pote cuonsidera
- = C(’)n >
T

si se obtine atunci

Wy(s)=—2

1+ ‘C.S)z

In acest caz, sistemul apare ca rezultat al punerii in cascada a douad sisteme de ordinul unu identice.

¢) 0<C€ <1, polii sunt complex conjugati

21 Z(—CJFJWJ%
P2 =(_€_jﬁj0)n




Se poate scrie
P2 =" tjo,

cu

T= : constanta de timp

oy

©, =0,1- Cz : constantd numita pulsatie proprie.

Functia de transfer poate fi scrisa sub forma:

1 2)
K(Ho
2 P
K 2
Wa(s)= T e (7)
(s+Cw,) +oy, (S“‘lj o2
. P

Raspunsul la impuls(functia pondere)

Consultand tabelul transformatei Laplace din Anexa 3, se deduce raspunsul sistemului la impuls unitar
[
— T o) ot
wy (1) = K| t——— | sin(w,t)e * (8)
®

d) £=0 polii sunt pe axa imaginara:
b= ]O‘)n
Py = _jc‘)n

Acesta este cazul limita al cazului precedent cu o constantd de timp t infinita i o pulsatie proprie egald cu
pulsatia naturald (pulsatie proprie neamortizatd). Functia de transfer se scrie atunci:

2
Ko
W2 (S) = Z—nZ .
s+,
Raspunsul la impuls:

wy(£)=Ksin ®,.t

Raspunsul indicial:
hy(£)=K(1-cos m,.7).

Cazul care nu se reduce la u sistem de ordinul unu corespunde unui factor de amortizare 0<{<1. Raspunsul
sdu la impuls (8) este reprezentat in figura urmatoare.



Fig. 4 Raspunsul la impuls al unui sistem de ordin doi
Raspunsul wy(7) se anuleaza la momentele de timp definite prin
o, =km.

Exponentialele infagurdtoare ale raspunsul sistemului sunt date de expresiile:
1
— o

t

p _

y(t)==K| e T
®

Contactul cu exponentialele care marginesc raspunsul se face la momente de timp definite prin

. T
sin(wpf)=t1; = ¢ = 5 +km.

: : . : . dw ,
Valorile extreme ale lui w,(f) sunt atinse la momentele de timp care anuleaza derivata Tz , adica:
t
tg oyt = 10, = opt = Arctg o,k = otk

unde unghiul @ este dat de
¢ = Arctg 0,7.

El rezulta din

w,\1-62  y1-¢2

1gp = = cu
®,G g
cosp=¢, .Oﬁgoﬁg
Introducerea unghiului ¢ permite rescrierea raspunsului la impuls sub forma
ot

sinowyt —,

Wz(t)ZK(Dp.—z.e & (9)
sin” @




Raspunsul indicial

Figura 5 ilustreaza raspunsurile indiciale posibile in functie de factorul de amortizare . Cazul (=0
corespunde unui raspuns oscilant neamortizat. Pentru 0<<0.7, sistemul prezintd un caracter oscilatoriu
amortizat, pe cand cazul 0.7<(<I va genera doar suprareglaj. Cazul {>1, prezintd un raspuns, asa spus
aperiodic, avand aceeasi aliura ca a unui sistem de ordinul unu.

Se va detalia, in continuare, calculul raspunsului indicial in cazul in care functia de transfer are doi poli
complex conjugati.

ha(ty=L" {% W, (s)}

a: =0

A hz(l)
a b: 0<€<0.7
b c: 0.KK1
d: 1€
c
K

d

> ¢
Fig. 5 Raspunsul indicial al unui sistem de ordin doi

El devine:

—Ws(s)= 5 =
’ s (s + IJ + 2
T p
S+ !
el T 1 ®Op
2 2
§ 2 O 1 2
s+—| +o, s+—| +o,
T T
Utilizand transformata Laplace, se obtine
_t _t
hy(t)=K|1-coso,te * ———sinwyte T |, sauinca
t
go
(Dpl

sin(w ¢+ —=
h,(t)=K 1—M.e ‘&¢ (10)

sin @




Extremele lui 2,(¢) corespund zerourilor derivatei sale, adicd momentelor pentru care raspunsul la impuls
ws(?) se anuleaza; ele au deci abscise periodice definite prin

opt=k.

Se numeste depagire balistica de ordin k este cantitatea fara dimensiune

k
hz[“J—hz(oo) R
k) hy ()

Rezulta ca depasirile depind numai de factorul de amortizare C.

Intrucat prima depasire este

T

L
O21) =¢ 59,

se poate exprima cea de-a "k"depasirea sub forma
_ k

O2(k) = —[— 02(1)]

fiind asadar o progresie geometrica de ratie -Gy().

. . L by
Figura 6 ilustreza evolutia lui 2}; ) pentru £<0.7.
X0 y
A -—
K 1+ ,1 e 80
sin @
1+Gz(1) __________ \_‘:‘ e
1+02(3) e 2 _____:\_:‘_1_:__‘::-_— _______________
TN T — =
1+0y0) f--=-- R ettt bbbty e oy N \\ o1
_opt
T -1 e
el sin @
> a)pt

[ 2r-p 21 3 3w

Fig. 6 Raspunsul indicial oscilant amortizat
al unui sitem de ordin doi (0<£<0.7)



Intersectiile lui /,(¢) cu asimptota sa /,(f)=K sunt definite prin

sin(@yt+@)=0.

si In consecinta

opt = m-p+km, k>1

Punctele de inflexiune corespund extremelor lui 4, (f)=w(7), ele sunt date de
opt = @+km, k>0

Contactele cu exponentialele-infasuratoare ilustrate in figura 6 se fac in punctele definite prin

sin(opt+e)==1

sau inca

opt = kil -ptkm, k>0.
2
Cerinte

Studiul notiunilor teoretice prezentate in lucrare.

Simularea sistemelor dinamice elementare prezentate in lucrare in mediul Matlab. Se vor utiliza
instructiunile specifice existente in Matlab: impulse (pentru raspunsul la impuls) si step (pentru raspunsul la
treapta unitara).



